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Exercice 3

1. sh et ch sont bien définie sur R comme somme et produit de fonctions définies sur R.

e’ —e
De plus, pour tout x € R, e > 0 et e > 0 donc e* +e~% > 0. On en déduit que prp— est bien défini pour tout
et +e

réel x, donc th est aussi définie sur R.



2. Pour tout réel x on a :

—x xr
ch(—z) = e " te

et 4e™”
= ch(x)

sh(—z)
ch(—x)

—sh(z)

ch(z)

= —th(z)

donc sh et th sont impaires et ch est paire.

3. (a) La fonction z %ez est strictement croissante sur R. La fonction z +— %e’z est strictement décroissante donc
T —% e " est strictement croissante.

On en conclut que sh est strictement croissante comme somme de fonctions strictement croissantes.
(b) Pour tout z € Ron a :

sh(z) >0 <= e"—e >0
e >e’ "
=¥ > car €” >0
<= 2x>0
<= z>0

et de méme sh(z) < 0 <= z < 0 et sh(z) =0 <= = = 0. On en déduit le tableau de signe suivant :

x —00 0 —+00

sh(z) - 0 +

On pouvait aussi remarquer que sh(0) = 0 et conclure directement grice a la croissance stricte de sh.
et — e~ % x —x

(c) xggloo — =X et Igr—il:loo — = +o0 par opérations.

4. (a) ch est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables. Pour tout 2 € R on a :



(b)

(a)

Les limites de ch en +00 et en —oo s’obtiennent par sommes de limites :

lim ch(z) =400 et lim ch(z) =400

T—r—00 r—r+00

et on a ch(0) = 1. On en déduit le tableau de variation suivant :

Pour tout € R, on a par inégalité triangulaire :

|em_e—z|S|em|+|_e—x|:ex+e—z:|ez+e—x‘

et _ T

e fe 7 =

avec égalité si et seulement si e” et —e™" sont de méme signe, ce qui n’est jamais le cas car I'un est strictement
positif et ’autre strictement négatif. On a donc bien :

et —e %
Vo € R, — <1
et fe" 7
c’est a dire :
et —e %
VeeR, —-1<——<1
et +e %

th est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas (car Vo € R, ch(z) >
1 d’apres le tableau de variation de ch).

Pour tout réel z on a :

th'() = (@ to0)2
=1 — (th(x))?

Pour tout z € R, —1 < th(x) < 1 d’apres la question 5.(a) donc 0 < (th(z))? < 1. On en déduit que 1—(th(z))? > 0
c’est & dire th'(x) > 0 et donc ’ th est strictement croissante sur R. ‘
e e~ % er(l _ 6721:) 7 1— 672:5

th(z) = e (1o  Tqe2 On en déduit que mgToo th(z) = 1 par opérations.
—z (2T -1 2x -1
De méme, th(z) = (e ) = d’ou lim th(xz) = —1 par opérations.

e~ %(e2* +1) e2r +1 T——00

On en conclut que la courbe représentative de la fonction tangente hyperbolique admet deux asymptotes horizon-
tales, 'une d’équation y = 1 et lautre d’équation y = —1.

On a déja montré que th est strictement croissante sur R, donc elle est injective (si x # y, alors ou bien z < y
donc th(x) < th(y), ou bien z > y donc th(x) > th(y). Dans tous les cas th(x) # th(y)).

Pour tout y €] — 1;1[, et tout z € R, on a :



et — e~
th gy =
(x)=vy el

T x

< e —e T =ye’+ye”
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1
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donc = In | —=
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vers | — 1; 1], et sa bijection réciproque est :

) est un antécédent de y, ainsi th : R —] — 1; 1| est surjective donc c’est bien une bijection de R

th™: |-1;1] — R
1.1

Y — flnﬂ

2 11—y

Exercice 4

1 1
1. Posons f(z) = . In(z 4+ 1) + In(x) et g(x) = In(x + 1) — In(x) — 31 f est g sont dérivables sur ]0; +o00[ comme

somme de fonctions dérivables. De plus :

-1 1 1 1 1 1
Vo >0 ") = — — — V>0, ¢(z)= ——t
1 1 ! 1
z(zx+1) a2 S (x4+1)2 z(z+1)

Or pour tout z >0onax <+ 1 donc 22 < z(z +1) < (v +1)? d’ou :

1 < 1 < 1
(x4+1)?2 " z(xz+1) a2

ce qui permet d’observer que f'(z) < 0 et ¢’(z) < 0 donc f et g sont toutes deux décroissantes sur |0; +00].

1 1 1 1
Par ailleurs, f(z) = P In <1‘ 1_ ) =" In (1 + ;v) donc par opérations sur les limites : ll)rf f(z)=0.

1 1
De méme, g(x) = In <1 + > — —— donc par opérations sur les limites : lim g(z) = 0.
T z+1 z—+o0

On en conclut finalement que : Vz €]0;+o00], f(z) >0 et g(z) >0, d’ou les inégalités voulues.
2. D’apres la question précédente, on peut écrire pour tout entier naturel £ non nul :

(2)

T =

ﬁ <In(k+1)—In(k) (1) et In(k+1)—In(k) <

En sommant terme a terme 'inégalité (2) pour k allant de 1 & n on a donc :



n n

> (n(k +1) = In(k)) < %

k=1 k=1

<1+ Ti(ln(k +1) —1In(k))
k=1

donc on a bien, pour tout entier naturel n non nul :

par changement d’indice

d’apres Pinégalité (1)

n—

k‘\»—l

ilnk—i—l i
k=1

k=1 k=

(In(k + 1) — In(k))

enfin, en simplifiant les sommes téléscopiques : > (In(k+1) —In(k)) = In(n+1) —In(1) = In(n+1) et 22;11 (In(k +

1) —In(k)) = In(n) — In(1) = In(n) d’ou :

"1
n(n+1) ZE 1+1In(n
k=1

3. D’apres ’encadrement précédent, on peut écrire pour tout n > 2 :

In(n +1) 1 + ln
In(n) Z kS In(n)
1+1 1 1+1
On a +7n() =14 —— donc lim m = 1 par opérations sur les limites, et
In(n) In(n) n—+oo In(n)
In(n+1) In (n(1+ %))
In(n) In(n)
~In(n) +In(1+ 1)
In(n)
L I(1+ 1)
B In(n)
1 1
donc lim M = 1 par opérations sur les limites.

n——+00 ln(n)

On en conclut par encadrement que lim
n——+oo ln( )

Zklk

Exercice 5

1. lim In(z) = —oo et lim e?* (@)

= 0 par composition de limites, donc lim ax
x—0 x—0 x—0

Pour tout x >0 on a:

2a

=0.

Par somme on a donc lin% o(z) =
Tr—r

—0Q.




o) = (25 1)

Inz
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=¢ <ae2a Inzx 1>
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Or lim —-— = 0 par croissance comparée donc lim ——5—— = 0 par composition, d’ou par opérations :
X 400 4@ r+oo ge2alnz
lim T) = —00.
x—>+oogp( )

2. @ est dérivable sur |0; +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. De plus :

1
Ve >0, ¢'(x)=--2a"z
T

11— 2a%x2°
B x
donc ¢ () est du méme signe que 1 — 2a?z2®.
¢ (x) >0+=1-2d%2% >0
e L
2a?
1 1/2a
=< (22> par croissance de z — 21/2%
a
1/2a 1 1/2a
et de méme, ¢'(2) < 0 <=z > <22> et o'(z) =0z = (22> . On en déduit le tableau suivant :
a a
x 0 Zo +00
¢'(x) + 0 -
¢(@o)
—00 —00

1 1/2a
avec rg = <2az> et

¢(r9) = In <(2i2)1/2a> . <(2;) 1/2a> 2a

1 a
=——1In(2d%) — —
2an(a) 2a2

= 21 (1+1In(2a?))

a

1
3. Sia< alors 2a? < = donc In(2a?) < —1 et 1 +In(2a?) < 0. On a donc p(xg) > 0.
e

1
V2e
Comme ¢ est strictement croissante sur |0; zo[ et strictement décroissante sur |zg; +o00[, continue sur ces intervalles,
et que 0 €] lin% o(x); p(zo)[ et 0 €] lirf o(x); o(z0)[, le théoréme des valeurs intermédiaires garantit ’existence

T—r r—+00

d’exactement deux solutions a 1’équation ¢(z) = 0, 'une dans lintervalle |0; zo[ et autre dans 'intervalle |xg; +o00].
En notant z; la premiere de ces solutions et 25 la deuxieme on a bien z; < g < 2».
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1
4. Si a > ——, alors de la méme facon on aboutit & 1 +In(2a2) > 0 donc p(x¢) < 0. D’aprés le tableau de variation de ¢

V2e

on a donc : Vo > 0,p(z) < 0 donc ‘ Iéquation p(x) = 0 n’admet aucune solution. ‘

1
Si a = —, 'équation () = 0 admet exactement une solution : xg

V2e

Probléme 1

1. On peut écrire en extension toutes les valeurs :
(-1)t 1 1 -1 1 C(-1f 1
cie[0,4]p=41; —; >; —;-bd Ll
{i+1’Z [0.4] R T = (=1 I A D
2. (a) Pour tout entier £k >0 on a :

Up(k+1)=  min
i€[n,n+k+1]

- min(xn, T+l ey Tntk xn+k+1)
< min(Tp, Tty ooy Tntk)
< un (k)

donc la suite pour n fixé, la suite (un(k))k>0 est décroissante.

(b) Par hypothese (z,,) est une suite de réels positifs, donc pour tout n et tout k dans N on a w, (k) > 0. Pour tout
entier naturel n, la suite (u, (k))gr>0 est donc minorée, et elle est décroissante d’apres la question précédente donc
elle converge.

(¢) Pour tous entiers naturels n et k, on a

Upt1(k) = min(Tni1, Tnt2, oo, Tt 14k)
> min(xnv Tr415 Tn42, -0y In+k+1)
> up(k+1)

par passage a la limite dans cette inégalité lorsque k tend vers 400, on a donc : u,y1 > u,. Ceci étant valable
pour tout entier naturel n, la suite (u,) est croissante.

(d) (uy) est croissante. Ou bien elle est majorée, auquel cas elle converge, ou bien elle n’est pas majorée, auquel cas
elle tend vers +o0.

3. (a) e Suite (yn).

) 2 sit est pair
Soit n > 0 fixé. Pour tout k > 1, et tout ¢ € [n,n+ k] onay, =1+ (-1)" = . Comme
0 si¢ est impair
k> 1, [n,n+ k] contient au moins deux entiers de parité différente donc :

{yi; i€ n,n+E]} = {0;2}

donc ’ pour tout k > 1, u,(k) =0 ‘ On a donc i lir}rl un (k) = 0 donc ‘ la suite (u,) est constante égale a 0
c— 400

o Suite (zp)

Soit n > 0 fixé. Pour tout k£ > 1, Pensemble [n,n + k] contient au moins 2 termes de parité différentes, donc
2€{z;i€n,n+k]}

Onazg=2,2 =1, 20 =2, 23 =3 donc ug(k) = uy1(k) = 1 pour tout k¥ > 1, puis a partir de n =2 on a :

‘Vk‘ >1, upy(k) =2 ‘ Par passage a la limite, ug = u; = 1 et u,, = 2 pour tout n > 2.

(b) D’apres la question précédente :



o Pour (y,), iminfy, = lim 0=0

n—-+oo n—-+oo
e Pour (z,), liminfz, = lim 2=2.
n—-+4oo n—-+oo
4. Pour tous entiers naturels n et k, u,, (k) = min(z,, zpiy1, ..., Tnir) €t comme (x,,) est croissante, min(z,,, ..., Tpik) = T
donc u, (k) = z,. Par passage a la limite lorsque k — 400 : u, = x, et donc| lim u, = lim =z, ="¢.

n——+00 n—-4oo

5. Pour tous entiers naturels n et k on a u, (k) = min(z,, ..., Tpyr) = Ttk car (T, )n>0 est décroissante.

Par unicité de la limite, lim =z, = lim =z, = ¢, donc par passage a la limite dans I’égalité précédente : u,, = ¢, et
k—+o0 n—-+oo

ce quel que soit n € N!

On a donc bien lim wu, =¥ c’est a dire liminf z,, = ¢.
n—-+oo n—-+oo

Probléme 2

1. [ X=2]=P NP,
(X =3]=FNnPNP;
X =4=(FNnEKnNPNP)U(PLNF,N P3N Py)

On en déduit que

a9 = P(X = 2)
= P(Pl n Pg)
1 1
=3 X 3 par indépendance des lancers
_ 1
4
as = P(X = 3)

= P(FyNPyN Ps)

1 1 1
=X - X = par indépendance des lancers
2 2 2
1
-8
aq = P(X = 4)

=PFINFENPsNP)+P(PLNFaNPsN Py

11
T 16 16
_1
8

donc comme cette union est disjointe :




3.

(a)

U, +1 est réalisé si et seulement si au cours des n + 1 premiers lancers, on obtient au moins une fois la succession
de deux piles consécutifs.

Ainsi, U, 41 est réalisé si et seulement si on obtient au moins une fois la succession de 2 piles lors des n premiers
lancers, ou on obtient la succession de 2 piles au n + 1-iéme lancer. On peut donc écrire Uy, 41 = U, U Bp41 et
appliquer la formule du cours :

| P(Uns1) = P(Us) + P(Bus1) = P(Un 1 Boy) |

Soit n un entier supérieur ou égal a 4.

Supposons que U, N B, 11 est réalisé. Alors il y a eu la succession de 2 piles au n + 1-éme lancer, donc P, N P11
est réalisé, et il y a eu au moins une autre succession de 2 piles lors des n premiers lancers. On distingue deux cas
selon le résultat du n — 1-eme lancer :

e Sile n — 1-ieme lancer est pile, alors P,,_; est réalisé, donc P,_1 N P, N P,y est réalisé.

e Sile n — 1-ieme lancer est face, alors F,,_1 est réalisé et la premiere succession de 2 piles ne peut pas étre
réalisé ni au n — 1-iéme ni au n-iéme lancer, donc elle a nécessairement lieu au cours des n — 2 premier lancer,
et donc U,,_q est réalisé. On a donc U,,_3 N Fj,_1 N P, N P41 réalisé.

On a donc montré que :

‘UnﬂBn-‘rl C (Un—Qan—l ﬂpnmPn-l-l)U (Pn—l manPn-i-l)‘

Réciproquement, supposons que (U,—2 N F,—1 NP, N Pyi1) U (Py—1 N P, N Ppyyq) est réalisé. Ou bien, U,_2 N
F,,—1 N P, N P,y est réalisé, ou bien P,,_1 N P, N P,y est réalisé.

e SiU,_oNF,_1NP,N P,y1 est réalisé, alors il y a eu au moins une succession de 2 piles lors des n — 2
premiers lancers, donc lors des n premiers lancers, donc U, est réalisé. De plus P, N P, 11 = B,4+1 donc B, 41
est réalisé, et donc U,, N B, 41 est réalisé.

e Si P,_1NP,N P, est réalisé, alors By, 1 est réalisé et puisque P,_1 N P, est réalisé il y a eu au moins cette
succession de 2 piles avant le n-ieme lancer, donc U, est réalisé. on a donc la aussi U, N B, 41 réalisé.

Dans tous les cas U, N B,,+1 est réalisé donc :

|(Un—2 N Fy 1 NP0 Pay1) U (Pt N Py Pugt) C U N By |

et finalement

(U0 Byt = (Un 20 Fout N Py N Pad) U (Pt NP0 Py |

On en déduit d’apres 3.(a) que :

Up+1 = Up + P(Bn+1) — P((Un_z NF,_1NP,N Pn+1) ] (Pn—l NnP,N Pn+1))
= Unp + P(Bn+1) — (P(Un_g N Fn—l N Pn n Pn+1) + P(Pn_l N Pn n P7l+1))

car les deux événements sont incompatibles

1 1
un+1:un+1_un72XP(anlmanPn+l)_§

car U, _s dépend uniquement des lancers 1 & n — 2, donc est indépendant de F,,_1, P, et P11
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(¢) Pour tout entier n >4, up11 — up = g(l — Up—2) > 0 car u,_2 est une probabilité donc u,_o < 1.

On en déduit que (u,,) est croissante, elle est majorée par 1 (toujours car 0 < u,, < 1 pour tout entier n) donc elle

converge vers une limite finie £. On a donc aussi lim wu,11 =fet lim w, o =",
n—-+oo n—-+oo

Par passage a la limite dans Iégalité u,11 = u, + %(1 — Up_2) on obtient donc ¢ = £+ é(l — /) d’ou

11



